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摘 要 Ｗ ｅ
（
ｎ

） 为广 义 Ｅｕ ｌｅ ｒ 函 数 ，

Ｓ
＊

（
ｎ

） 为 Ｓｍａｒａｎｄａ ｃｈｅ 函 数 ． 研究 了 数论 函数方

程 ％ （
ｎ

）
＝Ｓ

＊

（
ｎ

）
在 ｅ

＝
３ 时 的可解性 问 题 ． 借助广义 Ｅｕｌｅ ｒ 函 数 仍 （

ｎ
） 和 Ｓ

＊

（
ｎ

）
函

数 的性质 ， 利 用初等 方 法 ， 给 出 方程 Ｗ３
（
？

）
＝

＊
§

＊

（
？

） 的全部 正整数解 ．

关键词 ： 广义 Ｅｕ ｌｅｒ 函 数 ；

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ 函数 ； 不定 方 程 ；
正整数解

１ 引言

Ｅｕｌｅ ｒ 函数和 Ｓｍａｒａｎｄａｄｉｅ 函数是两类重要的数论函数， 与其相关的不定方程可解性到

目前有
一

定的研究 ． 广义欧拉函数 ％ （
？

） 是蔡天新等人引入的函数 ， 在文献 ［

１
］
中定义 ％ （

ｎ
）

为序列 １
，
２

，
． ． ．

，［ｆ ］
中与 ｎ 互质的数的个数 ， 如 奶 （

１
）
＝

０
， 仍 （

２
）
＝

０
， 奶 （

３
）
＝
１

， 奶 （
４

）
＝
１

，

…

． 文献 ［

２
－

６
］
等对不同类型的广义 Ｅｕ ｌｅｒ 函数 ％ （

ｎ
） 性质做了深入的研究 ． 著名数论学家

Ｆ ． Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
在其 《Ｏｎｌｙ

Ｐ ｒｏｂｌｅｍｓ
，

ＮｏｔＳｏｌｕｔ ｉｏｎ 》
一

书中定义了
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数

５
＊

（
几

）
． 函

数 ５
＊

间 ＝ ｍ ｉｎ
｛
ｔｏＧ ■Ｚ

■

十
｜

ｔｏ ！

｝ 表示使 ｎ
｜

ｔｏ ！ 成立的最小正整数ｔｏ ． 很多学者对 Ｓｍａｒ ａｎｄａｃｈｅ

函数的性质及应用进行了深入研究 ， 取得了
一些重要的结果 ， 如文献

［

７ －

１ １
］
等 ． 文献

［

１ ２
－

１ ６
］
对

于含有广义欧拉函数与 Ｓｍａｒａｎｄａｄｉｅ 函数混合的数论函数方程的可解性进行了研究 ， 其中研

究较多的方程类型是 ￥
：

＞

２
（
ｗ

）
＝本文将讨论 ｅ

＝
３ 时的广义欧拉函数与 Ｓｍａｒ ａｎｄａｃｈｅ

函数混合的数论函数方程

ｆ３
（
ｎ

）

＝
Ｓ

（
ｎ

）
（

１
）

的可解性问题 ，
借助初等方法给出 了方程 （

１
） 的全部正整数解．

２ 引理

弓围 １
［

１ ７
！ 如果正整数 ｎ＝ｆｔ＜ ，是素数 ， 叫 Ｇ那么咖 ）

＝ ｆｔ＾
－

１
）

．

ｉ
＝ ｌｉ

＝ ｌ

引理２
［

１ ７
］ 设ｎ是正整数 ， 则ｗ （

ｌ
）
＝

１
，ｐ （

２
）
＝

１
， 当ｎ２３时２

｜ ｐ （
ｎ

）
．

弓围 ３ ［

１ ８
］ 如果正整数 ｎ＝

ｆｔ是素数 ，
叫 Ｇ那么 Ｓ

＊

（
ｎ

）
＝设 ） ，

…

爾” ｝
．

１
＝ １

弓 丨
理 ４ ［

１９
］ 对于素数 ｐ 和正整数 ｆｃ

，
有

（ｐ
－

ｌ
）
ｆｃ 十 １ｇＳ （Ｐ

ｆｃ

）ｇ如果 ｆｃ＜ｐ ，
那么

Ｓ
（ｐ

ｋ

）
＝
ｋｐ ．
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引理 ５ ［

２
］ 设 ｎ

＝
３

＇ｎ＃＞
３

， 其中 ｆｃ
２ １ ，０

， 呢 ２１ ，是不同 的素数且
（？ ３

）

＝

／
Ｗ ．

ｎ丽 ， 、Ｊ令 十
（

ｉ
）

（）

２

３

（）



，ａＧ
｛

０
，
１
｝Ｊ３．

Ｐｉ
＝

２
（
ｍｏｄ ３

） （
ｌ＜ ｉ＜ｋ

）

１
 （

Ｖ＊
＝

１
，

． ． ．

 ，

ｆｃ
）

， 则 灼 （
ｎ

）
＝

ｊ
． 其他

其中 ，

ｎ
（
ｎ

）
＝

〇 ： 十ＥＱ ：

ｉ当〇 ：
＝０时 ，

Ｃｊ
（
ｎ

）
＝ｆｃ

； 当〇 ：２１时 ，

Ｃｊ
（
ｎ

）
＝十１ ． 并规定

ｉ
＝ ｌ

Ｃｊ
（

ｌ
）

＝
０

（

１
）

＝
〇 ？

３ 定理及其证明

定理 １ 方程 ⑴ 的全部正整数解为 ｎ＝４９
，
９８ ．

证明 由 引理 ３ 如果正整数 ｎ
＝

ｆｔ是素数 ，
叫 Ｇ不妨假设 Ｓ

＊

（
ｎ

）
＝

ｎ ｉａｘｐ＾
１

） ，

ｍ成
２

）
，

． ． ．

 ，

ｓ＾ｒ ） ｝
＝贝 １

Ｊ 方程
（
１

）
化为

ｉ

ｐ３
（
ｎ

）
＝Ｓ

（ｐ

ａ

）（

２
）

以及

Ｓ
（
ｎ

）

＝
Ｓ

（ｐ

ａ

） （
３

）

所以 ，
满足 （

２
） ， （

３
） 同时成立的解即为方程 ⑴ 的解．

易知 ｎ
＝ １

，

２
，
３ 不是方程

（

１
）
的解， 下面根据引理 ５ 中 仍 （

ｎ
）
的计算公式进行分类讨论 ：

情形１当ａ
＝

０
，ｆｔ

ｅ２
（
ｍｏｄ ３

） （
ｌｇ ｉｇｉ ） 时 ， 假设

５
＊

间 ＝ ５＾ ） ，
且ｗ

＝

ｐ

ａ

ｎＰ？

１

， （其
ｉ
＝ ｌ

中
（ＰＡ ）

＝
１

，ｐ 三 ２
（
ｍｏ ｄ ３

） ） ， 由 引理 ５ 知

奶㈨手
（

－

ｉ
）

ｎ

７
＋ ）

１

－

１
）ｄ

十
（

－

１
）

ｎ

Ｔ
ｒａ

）
１

ｉ
＝ ｌ

＝

＼
（ｐ

ａ

＼ｐ

－

 ｉ
） ｆ［ ｐＴ

＾

（Ｐｉ
－

１
） ＋

ｉ
＝ ｌ

即

Ｍｎ
）
＝

＼
｛ｐ

ａ

＼ｐ
－

ｌ
）

ｆ［ ｐＴ
＾

（Ｐ ｉ
－

１
） ＋

则方程
（

２
）
可化为

ｔ

Ｐ

ａ ｉ

Ｃｐ
－

ｌ
）

］！＃
１

（内
－

１
） ＋ （

－

１
）

ｎ
（
？

）

２

Ｗ
（
？

）

１

＝
３Ｓ＾

ａ

）（
４

）

ｉ
＝ ｌ

ｉ
）
若ｗ

（
ｎ

）
＝

ｌ时
，
假设

ｗ
＝

ｐ
ａ

，

①当ａ
＝１

， 有Ｗ ３
（
？

）
＝

｜ （ （Ｐ

－

１
）

－

１
）

，
Ｓ

ｉｙ
１

）
＝

Ｐ ， 则方程 ⑷ 整理为 Ｐ

－

２＝３
ｐ ， 显然ｐ

无解 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

②当ａ
＝

２
， 有 們 （

几
）

＝ ＿

１
）
十１

） ， 由 引理４知
２

（ｐ

—

１
）
十１Ｓ

—

１
）
—

１
）Ｓ２ｐ ，

即 ６Ｐ 

＿

４ｇ＿

１
）ｇ６Ｐ

＿

 １
，
满足此条件成立的素数 ｐ 不存在 ， 所以此时方程 （

１
）
无解．

③当 ａ
＝３

， 有 奶 （
ｎ

）
＝

｜ （沪 化 － １
）

－ １
）

， 由 引理 ４ 知 ３
（Ｐ
－ １

）
十 １ Ｓ｜ （沪化 － １

）

－ １
）

即 ９
Ｐ 

－

５ｇＰ
２

（Ｐ

－

１
）ｇ９Ｐ 十 １

， 满足此条件成立的素数 ｐ 不存在 ， 所以此时方程
（

１
）
无解 ．



２４期 李昌吉 ： 方程 如 （
ｎ

）
＝

Ｓ
（
ｎ

）
的可解性 １ ８ １

④

当

ａ
＝

４
， 有 ＾

＞

３
（
ｎ

）
＝

｜
（ｐ

３

（ｐ
－

１
）
十１

）
， 由 引理４知

４
（ｐ
－

１
）
十１ｇ

｜ （ｐ
３

（ｐ
－

１
）
十１

）ｇ４ｐ ，

即 １ ２Ｐ 

－

１ ０ｇＰ
３

（Ｐ

－

 １
）ｇ１ ２Ｐ

－

 １
，
满足此条件成立的素数 ｐ 不存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

⑤当ａ
＝

５
， 有 奶 （

ｎ
）
＝由 引理

４
知５

（Ｐ
－

１
）
十 １ Ｓ｜ （炉化

－

１
）

－

１
）

即 １ ５
Ｐ 

－

１ １ｇＰ
４

（Ｐ

－

 １
）ｇ１ ５Ｐ 十 １

， 满足此条件成立的素数 ｐ 不存在 ， 所以此时方程
（

１
）
无解 ．

⑥当ａ
＝

６
， 有 ＾

＞

３
（
ｎ

）
＝

｜
（ｐ

５

（ｐ

－

１
）
十１

） ， 由 引理４知
６

（ｐ 

－

１
）
十１ｇ｜ （ｐ

５

（ｐ

－

１
）
十１

）ｇ６ｐ ，

即 １ ２Ｐ 

－

８ｇＰ
５

（Ｐ

－

１
）ｇ１ ２Ｐ ＋１

，
满足此条件成立的素数 ｐ 不存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

⑦当 ７
， 有 灼 （

ｎ
）

＝

臺
（Ｐ

ａ

Ｗ－ ｌ
）
十

（

－ １尸
卜 ）

）
， 由 引理 ４ 知

！ （Ｐ

ａ

Ｗ － ｌ
）
十

（

－ １尸
卜 ）

）
ｇ

ａｐ ， 即ｐ

ａ

Ｙｐ

－ １
）ｇ

３ａｐ ＋１
， 令 ／

（ｐ）
＝

ｐ

ａ

Ｙｐ

－１
）
－３ａｐ

－ １
， 易知／

’

（ｐ ）
＝

 （
ａ
－ｌ

）ｐ

ａ ２

（ｐ

－

１
）
十ｐ

ａ １－３ａ＝ａｐ

ａ ２

（ｐ
－１

）
十ｐ

ａ ２－３ａ＞０
， 又／ （

２
）
＝２

ａ １－６ａ十１＞０
， 所以有

／ （Ｐ ）
＝

Ｐ

ａ

Ｈｐ
－

Ｉ
）
－ ３ａｐ

－

ｌ＞〇
， 即 ｐ

ａ

Ｈｐ
－

ｌ
）＞３ａｐ ＋ ｌ

， 产生矛盾 ，
因此满足此条件成立

的素数 Ｐ 不存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

２
）
若ｗ

（
ｎ

）
＝

２时
，
假设

ｗ
＝

ｆｐｊ
１

（
（＞ ， 仍 ）

＝
１

） ，

①当 ａ
＝１

， 有 Ｓ
＊

（ｐ

ａ

）
＝

Ｐ ， 则方程
（

４
）
整理为

（ｐ 

－－

１
）
十

（

－

１尸
卜 ） ．

２ ＝３
Ｐ ， 则

ｉ

）
若 ｐ

＝
２

， 则 Ｍ
１

十
（

－

１尸卜 ） ．

２
＝

６
， 易得Ｐ ｌ

＝

５
，
ａ ｉ

＝
１

， 则ｎ
＝

２
．

５ 
＝

１ ０ ． 经检

验 ，

Ｓ
＊

（
２

）
＝

２
， 
Ｓ

＊

（
５

）
＝

５
， 由引理３得

Ｓ
＊

（
ｎ

）
＝

Ｓ
＊

（
１ ０

）
＝

ｍ ｅｗ：

｛
Ｓ

＊

（
２

） ， 
Ｓ

＊

（
５

） ｝
＝
５

， 所以Ｓ
＊

（
１ ０

）＃
Ｓ

＊

（
２

３

） ，

方程 （
３

） 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解．

ｉ ｉ
）
若 Ｐ２５ ， 则方程

（
４

）
化为

（ｐ 

－

１
）＃

１

（Ｐ １
－

１
）
十

（

－

１尸
Ｗ

．

２ 
＝

３Ｐ ， 易知此方程的左边

为偶数 ， 右边为奇数，
因此方程

（
４

） 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

②当 ａ
＝

２
，

ｉ
）
若ｐ

＝
２

， 则
Ｓ

＊

（Ｐ
ａ

）
＝５

＊

（
２
２

）
＝

４
， 方程

（
４

）
化为Ｍ

１
１

＾
－

１
）
十

（

－

１
尸
卜 ）

＝
６

， 满足此条

件成立的 仍 ， 耐 不存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解．

ｉ ｉ

）
若Ｐ２５ ， 则

Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）

＝
２
Ｐ ， 方程

（

４
）
整理为－

１
）＃ 沁仍

－

１
）
十

（

－

１尸
⑷ ．

２
＝

６
Ｐ ，
而

－

 １
）＃

ｉ

（Ｐ ｌ
－

１
）
十

（

－

１尸
⑷ ．

２２４Ｐ 
± １＞３

Ｐ ， 产生矛盾 ， 所以方程 ⑷ 无解， 所以此时方

程 ⑴ 无解．

③当
ａ＝３

，
有 奶 （

ｎ
）
＝

ｉ （；ｐ

２

（：ｐ
－

ｌ
）Ｍ

１
ｉ

ｔｏ －

ｌ
）
十

（

－

１尸⑷ ．

２
） ， 由引理４知

３
（Ｐ
－

１
）
十 １ｇ

ｉ

ｆｅ －

ｌ
）
十

（

－

１尸
卜 ） ．

２
）ｇ３Ｐ 即

９Ｐ
－

６Ｓ ／ Ｃｐ
－

ｌ
）＃

ｉ

ｔｏ －

ｌ
）
十

（

－

１尸
卜 ） ．

２
）ｇ９Ｐ ，

此时仅有
：Ｐ
＝

２
， Ｐ １

＝
５

，
ａｉ
＝

１满足该不等式 ， 则
ｎ
＝

２
３

．

５
＝

４０ ． 经检验
，

Ｓ
＊

（
２
３

）
＝

４
，

Ｓ

＊

（
５

）
＝

５
，

由 引理
３
得

Ｓ
＊

（
ｎ

）
＝Ｓ

＊

（

４０
）
＝

ｍａｘｐｐ
３

）
，

＊＾ ） ｝

＝
５

， 所以Ｓ
＊

（

４０
）＃

５
＊

（

２
３

）
， 方程

（

３
） 不成立 ， 所

以此时方程 ⑴ 无解 ．

④当ａＸ由 引理 ４
知 奶 （

ｎ
）

二
＊＾＃ ）ｇ吼 即 纩 十

（

－

ｌ
）

ｎ
（
？

） ．

２ｇ３叩．

令 ／ （Ｐ ）
＝

Ｐ
ａ

＞

＿

１
）＃ ＿

１
）
十２

（

－

１尸卜） －

３叩 ， 则有

／
’

（ｐ）
＝

（
ａｐ

ａ ２

（ｐ
－

１
）
十 ｐ

ａ ２

）＃ 、仍
－

１
）

－

３ａ

２ａｐ
ａ ２

（ｐ 

－１
）
十

ｐ

ａ ２

－３ ａ２４ａ十

ｐ

ａ ２

－ ３ａ＞ ０

又／ （
２

）
＝

２
ａ

Ｖｆ

１

、仍
＿

１
）
十２

（

－

ｌ
）

ｎ
（
？

）
＿

６ａ２２
ａ １

．

３十２
ａ １

十 ２
（

－

ｌ
）

ｎ
（
？

）
＿

６ａ２６
（
２
ａ ２

＿

ａ
）
十８ 十 ２

（

－ １尸
卜 ）

＞０
， 所以／ （ｐ）＞

０
， 即ｐ

ａ

Ｙｐ
－ ｌ

） ｝＾
１

沁仍
－ １

）
十２

（

－ ｌ
）

ｎ
（
？

）

＞３叩 ， 产生矛

盾 ， 所以此时方程 ⑴ 无解．

３
）
若ｗ

（
ｎ

）
＝３

时 ， 有ｎ
＝ 垆＝

Ｍ
＝１

，

２
）

，



１ ８２ 数 学 的 实 践 与 认 识 ５ ０卷

①
当 ａ

＝
ｌ

，
有 ＳＶ ）

＝

Ｐ ， 则方程 （
４

）
整理为 （ｐ

－

ｌ
）＾－

１
）
十

（

－

１尸… ） ． ４
＝

３Ｐ ，

ｉ
＝ ｌ

则

ｉ
） 若ｐ

＝２
， 有ｆｔ－

１
）
十

（

－

１尸⑷ ． ４＝６
，
而ｆｔ－

１
）
十

（

－

１尸⑷ ． ４２
ｉ
＝ ｌｉ

＝ ｌ

４ ０－ ４
＝

３６
， 产生矛盾 ，

因此方程 （
４

） 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

ｉ ｉ
） 若 Ｐ２５

， 则方程 （
４

） 化为 （ｐ

－

１
）ｆｔ－

１
）
十

（

－

１尸Ｗ．

４＝３Ｐ ， 易知此方程的
ｉ

＝
ｌ

左边为偶数 ， 右边为奇数， 因此方程 ⑷ 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

②当 ａ
＝

２
，

ｉ
） 若ｐ

＝
２

， 则
ＳＶ ）

＝
５

＊

（
２
２

）
＝

４
， 方程 ⑷ 化为ｆｔ？ ＿

１
）
十

（

＿

１尸 （
？

）．

２
＝
６

，
而

ｉ

＝ｌ

ｆｔ＿

１
）
十

（

＿

ｌ
）

ｎ
（
ｎ

）．

２２４ ０
－

２ 
＝

３８
， 产生矛盾 ，

因此方程 ⑷ 不成立 ， 所以此时方程
ｉ
＝ ｉ

⑴ 无解 ．

ｉ ｉ

）
若Ｐ２５ ， 则

ＳＶ ）
＝２

Ｐ ， 方程
（

４
）
整理为－ １

）ｆｔ＜ ？ ＿１
）
十

（

＿ １尸
（
？

） ．

４＝６
Ｐ ，

ｉ

＝
ｌ

而
：ｐ （ｐ

－

１
）ｎｐｒ 、内

－

丄
）
十

（

－

丄尸⑷ ． ４２４卟 十
（

－

丄尸卜 ） ． ４＞３卸 ＞６Ｐ ， 产生矛盾 ， 所以方
ｉ
＝ ｌ

程 ⑷ 无解 ， 所以此时方程 ⑴ 无解．

③当 〇３
， 有 奶 （

ｎ
）
＝－１

）ｆｔ－

１
）
十

（

－

１尸… ） ． ４
） ， 由 引理 ４ 知

ｉ
＝ ｌ

Ｉ （ｐ
〇

＞－

１
）ｆｔ ｐｒ ｗ －

ｉ
）
十

（

－

１
）

响．

句ｓ叩 即 垆 ＞－

１
）ｗ －

ｉ
）
十 

４
（

＿

ｉ
尸
⑷

）
ｓ

ｉ
＝ ｌ

ｉ
＝ ｌ

３ａｐ ．

令／
（ｐ ）

＝

ｐ

ａ

如 －

１
）ｎ

丄

⑷
－

丄
）
十－

３吼 则有／
’

（ｐ ）
＝

？
２

（ｐ
－

ｉ
＝ ｉ

２

１
）
十ｐ

ａ ２

）ｎｐｒ
－

 ｉ
）
－

３ａ２４ａｐ
ａ ２

（ｐ
－

１
）
十４ｐ

ａ ２－
３ａ２８ａ十４ｐ

ａ ２－
３ａ＞０

，
又

ｉ
＝ ｌ

２

／ （
２

）
＝

２
ａ １

ｎｐｒ

１

（Ｐ ｉ
＿

 ｉ
）
十 斗

！

－

１
）

５１… ） ＿

６ａ２２
ａ １

． ４０ 十 ４
（

＿

ｌ
）

ｎ
（
？

）＿
６ａ＞２

ａ １
．

３６ 
＿

６ａ＞

ｉ
＝ ｌ

６
（
２
ａ １

 ．

６
－

ａ
）＞０

， 所以／ （ｐ）＞０
， 即ｐ

ａ

如 －

１
）ｎ＿

１
）
十４

（

－

ｌ
）

ｎ
（
？

）

＞产生矛
ｉ
＝ ｌ

盾 ，
因此方程

（

４
）
无解 ， 所以此时方程

（

１
）
无解．

４
）

． 若ｗ
（
ｎ

）ｓ ４时 ， 设ｗ
＝ ＃ｎｐｒ （ （ｐ ，Ｋ ）

＝

ｍ

＝
Ｉ

，

２
，

３
，

． ． ．

， 幻 ， 则
ｉ
＝ ｉ

①当ａ
＝１

， 有
ｓ

＊

（ｐ

ａ

）
＝

Ｐ ， 则方程
（

４
）
整理为

（ｐ
－ ｌ

）－１
）
十

（

－ １
尸

（
？

）

２
＋ ）

ｉ

）

＝

３
ｐ ， 则此方程的左边是偶数 ， 右边是奇数 ， 产生矛盾 ，

因 ｉｉ方程 （
４

）
无解， 所以此时方程 （

１
）
无

解 ．

②当 ２
， 有 灼 （

ｎ
）

＝

臺
（Ｐ

ａ

Ｗ－ ｌ
）

丄

⑷ － １
）
十

（

－ １尸
⑷

２
＋ ）

” ，
Ｓ
Ｘｐ

ａ

）ｇ 叩 ， 则 由
ｉ
＝ ｌ

引理
４
知

臺
（ｐ

ａ

如－

１
）Ｗｉ

－

ｌ
）
十

（

－

１尸卜 ）

２
＋ ）

”Ｓ ａｐ 即 ｐ
ａ

Ｗ－

ｌ
）ｆｔ ｐｒ Ｗｉ

－

ｌ
）
十

ｉ
＝ ｌ ｉ

＝ ｌ

（

－

１
）

响
２
＋ ）

１

Ｓ３ａｐ ，

令／
（ｐ ）

＝

ｐ

ａ

Ｍｐ

－ １
）ｆｔ－ 丄

）
十

（

― １
）

５＾ ）

２
１＾ ）

１
－易知／如）

＝ 垆
２

（叩
－

１



２４期 李昌吉 ： 方程 如 （
ｎ

）
＝

Ｓ＾ｎ ）
的可解性 １ ８３

ａ十１
）ｆｊｄｐ ；

－

１
）

－

３ａ＞０
， 又

ｉ
＝ ｌ

／
（
２

）
＝
２

＾
（
？

）

１

（
２

° １

Ｙ［ ＰＴ
１＾

２

￣

＾
十

（

一

ｌ
）

ｎＷ
）
＿

６ａ

ｉ
＝ ｌ

ｌ

（
２

ａ  ｌ


．

４ 〇十
（

＿

】
）

￥
！

（
？

）

）

＿

６ｆｔ＞部 ． 浐㈨
ｌ

２

ａ ｌ

＿

６ｆｔ

＞６
（

２
ｗ

（
ｎ

） ＋ ａ ２
＿

ａ
）＞

０

所以 ／
（ｐ ）＞〇 ， 即 垆 ＞

－

１
）ｆｔ、丨

－

１
）
十

（

－

ｉ
）

ｎ
（
？

）

２
ｗＷ １

＞３叩 ， 产生矛盾 ， 所以此时
ｉ
＝ ｌ

方程 ⑴ 无解 ．

情形２当ａ＝ｌ且ｆｔ Ｅ２
（
ｍｏｄ３

） （
ｌｓｉｓｆｔ ） ， 设＝３ｐ

ａ

ｎ（ （ｐＥ２ （
ｍ〇 ｄ３

） ，

ｉ
＝ ｉ

（ｐ ，
３

）
＝

１
，

（？ ３
）
＝

１
，

）
时 ， 由引理 ５ 知

＾ （
ｎ

）

即

ｉ

ｐ ｛
ｎ

） （

＿

１
严 ）

２
＋ ）

２

２
ｐ

ａ １

（ｐ
－

ｌ
） Ｙ［ ｐｒ

１

（Ｐｉ

－

ｌ
）

（

＿

１
尸
⑷

２
ｗ

（
ｎ

）
２

－

｛
２ｐ

ａ

＼ｐ

－

 １
）
＼｛ ｐＴ

ｌ

｛Ｐｉ
－

１
） ＋

ｉ
＝ ｌ

１ｈ

Ｍｎ
）

＝￣

｛
２ｐ

ａ ｌ

｛ｐ 

－

１
）
＼｛ ｐ

ａ

ｒ＼Ｐ ｉ
－

１
）＋｛

－ Ｘｆ
＾

２
＾ ２

）

则方程 （
１

） 可化为
ｈ

２Ｐ

ａ

、 一

１
）

丄

⑷ 一

１
）
十

（

一

ｌ
）

ｎ
（
？

）

２
＋ ）

２
＝３Ｓ

＊

（ ；ｐ

ａ

）（
５

）

ｉ
＝ ｌ

１
）
若 ｗ

（
ｎ

）
＝１ 时 ， 有 ｗ

＝３
， 显然不是方程 ⑴ 的解．

２
）
若 ｗ

（
ｎ

）
＝２ 时 ， 有 ｎ

＝３＃ ， 易知 Ｓ
＊

（
ｎ

）
＝Ｓ

＊

（Ｐ

ａ

）
成立 ， 与题设

一

致． 否则 当 Ｓ
＊

（
ｎ

）

＝

５
＊

（
３

）
＝

３
时 ， 由引理３知

Ｓ
＊

（
ｎ

）

＝ 讯 〇＾
｛
５

＊

（
３

） ，

５
＊

（ ；＾ ） ｝
＝
５

＊

（
３

）
＝

３
，
此时仅有 ；ｐ

＝
２

，ａ
＝
１
符合

题意 ， 所以 ｎ
＝

６
，
而 奶 （

６
）

＝
１

， 显然 奶 （

６
）＃

５
＊

（

６
）

，
因此 ＳＷ

５
＊

（

３
）

．

① 当 ａ
＝
１

， 有 ＳＸ＃ ）
＝

Ｐ ， 则方程 （
５

）
整理为 ２

（Ｐ

－

１
）
十 １

＝
３Ｐ ， 解得 ｐ

＝－
１

， 与 ；ｐ 为质

数矛盾 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

② 当ａ
＝

２
，
有Ｗ３

（
ｎ

）
＝

ｉ （
２ｐ （ｐ 

—

１
）
—

１
） ，

ｉ
）
若 ｐ

＝
２

， 则 奶 （
ｎ

）
＝

１
，
Ｓ

＊

（Ｐ
ａ

）
＝

Ｓ
＊

（
２
２

）
＝

４
，
显然 奶 （

ｎ
）＃

５
＊

（垆 ） ，
因此方程 （

２
） 不成立 ，

所以此时方程 ⑴ 无解 ．

ｉ ｉ
）
若Ｐ２５ ， 由 引理４得 ＾

＞

３
（
ｎ

）
＝

｜ （
２ｐ （ｐ

－

１
）
－

１
）ｇ２ｐ ， 即２ｐ

２
－

８ｐ

－

１ｇ０ ， 而当ｐ２５

时 Ｐ （
２Ｐ

－

８
）
－

 １＞０ 显然成立 ， 产生矛盾 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

③ 当ａ
＝

３
， 有 們 （

几
）

＝

ｉ （
２ｐ

２

（ｐ

—

 １
）
十 １

）
，

ｉ
）
若 ｐ

＝
２

， 则 奶 （
ｎ

）
＝

３
，
５

＊

（， ）

＝
５

＊

（
２
３

）
＝

４
， 显然 奶 （

ｎ
）＃

５
＊

（沪 ）
， 因此方程 （

２
） 不成立 ，

所以此时方程 ⑴ 无解 ．

ｉ ｉ

）
若Ｐ２５ ， 由 引理

４
得ｐ３

（
ＴＣ

）
＝

｜ （

２
ｐ
２

（ｐ

－１
）
十 １

）ｇ
３
ｐ ， 即２ｐ

３
－２

ｐ
２
－９

ｐ＋１ｇ０ ，
而

当 ｐ２５ 时 ，

２
ｐ

３
－２

ｐ
２
－９

ｐ十 １＝
ｐ （

２
ｐ （ｐ 

－ １
）
－９

）
十 １＞０ 显然成立 ， 产生矛盾 ， 所以此时方程

⑴ 无解 ．
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④
当ａ

＝
４

， 有 灼 （
ｎ

）
＝

｜
（
２／化 －

１
）
－

１
）

，

ｉ
） 若 ｐ

＝
２

， 则 奶 （
ｎ

）
＝

５
，

＝
５

＊

（
２
４

）
＝

６
，
显然 奶 （

ｎ
）＃

５
＊

（垆 ） ，
因此方程 （

２
） 不成立 ，

所以此时方程 ⑴ 无解 ．

ｉ ｉ

）
若Ｐ２５ ， 由 引理

４
得 ＾

＞

３
（
ｎ

）
＝

｜ （

２
ｐ

３

（ｐ

－

１
）

－

１
）ｇ４ｐ ， 即２ｐ （ｐ

２

（ｐ 

－

 １
）

－

６
）

－

 １ｇ０
，
而

当 Ｐ２５ 时 ，

２
ｐ （ｐ

２

（ｐ

＿

 １
）

＿

６
）

＿

１＞０ 显然成立 ， 产生矛盾 ， 所以此时方程
（

１
）
无解．

⑤ 当ａ ＞ ５
，ｐ ２２ ， 有 ＾

＞

３
（
ｎ

）
＝

｜ （
２ｐ

ａ
－１

）
十

（

－

ｌ
）

ｎ
（
？

）

）
， 由 引理４得 ＾

＞

３
（
ｎ

）

＝

｜ （

２
｝
３

〇 １

（ ｝
３
－ １

）
十

（

－ １尸
卜 ）

）
５ ￡１

｝
３

， 即 ２
｝
３

〇
－ ２

｝
３

〇 １
－ ３

￡１
｝
３十

（

－ １尸
卜 ）

５ 〇 ． 令 ／
（ ｝

３
）

＝ ２
｝
３

〇
－ ２

｝
３

〇 １
－

３ａｐ ＋ （

－ ｌ
）

ｎ
（
？

）

， 易知／
’

（ｐ ）
＝２ａｐ

ａ １
－２

（
ａ － ｌ

）ｐ

ａ ２
－３ ａ＝ａ

（

２
ｐ

ａ ２

（ｐ
－１

）
－３

）
＋ ２

ｐ

ａ ２

＞０
，

且 ／
（

２
）

＝
２

ａ
－

６ａ 十
（

－

１尸
（
＂

）

＞０ 显然成立 ， 所以 ／
（ｐ ）

＝
２
Ｐ

ａ
－

２
Ｐ
“

－３叩 十
（

－

１尸
⑷

＞０
， 即

／
（ｐ ）

＝
２
Ｐ

ａ
－

２
Ｐ

ａ １

十
（

－

１尸
（
ｎ

）

＞３叩 ， 产生矛盾 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

３
）
若 ｗ

（
ｎ

）
＝

３ 时 ， 有 ｎ＝３Ｐ

ａ

＃ （
３

， Ｐ ， Ｐ ｌ 两两互素 ，
＊
＝
 １

，
２

）
， 与情形 ２ 的 ２

）
中讨论同理

知
Ｓ

＊

（
ｎ

）＃
５

＊

（

３
）

，
因此设

Ｓ
＊

（
ｎ

）
＝Ｓ

＊

（ ；ｐ

ａ

）
，

① 当ａ
＝
１

，
有Ｓ

＊

（ｐ
ａ

）
＝

Ｐ ， 则方程 （
５

）
整理为

２
（ （Ｐ

－

１
）＃ 、仍

－

１
）
十

（

－

１
尸 （

＂
）

）

＝
３Ｐ ， 则

此方程的左边是偶数，
因此 Ｐ

＝
２

， 而此时有 Ｓ
＊

（Ｐ
ａ

）
＝５

＊

（
２

）
＝

２
，
５

＊

（
３

）
＝

３
， 则有 Ｓ

＊

（Ｐ
ａ

）＜
５

＊

（
３

）
，

与题设不符 ， 所以此时方程 （
１

）
无解．

② 当 ａ
＝

２
， 有 奶 （

ｎ
）

＝

臺
办化

－

１
）＃ 、仍

－

１
）
十

（

－

１尸⑷ ２
＋ ）

２

） ，

ｉ
） 若ｐ

＝
２

， 则 奶 （
ｎ

）
＝－

１
）
十

（

－

１尸⑷ ．

２
） ，５

＊

（＃ ）
＝
５

＊

（
２
２

）
＝

４
， 则方程 （

５
）

整理为 办广
ｉ

（Ｐ ｌ
－

１
）
十

（

－

ｌｆＷ＝６
，
因为此方程的左边是奇数， 右边是偶数 ，

显然此方程无

解
， 即方程 （

２
） 不成立 ， 所以此时方程 （

１
）
无解．

ｉ ｉ

）
若 Ｐ ２ ５

， 由 引理 ４ 得 Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）

＝
２
Ｐ ， 则方程

（

５
）
整理为 ｐｂ

－

ｌ
）＃

ｉ

ｆｅ
－

ｌ
）
十

（

－

１尸
卜 ） ＝

３
ｐ ，
而

：Ｐ （Ｐ

＿＿

１
）
十

（

＿

１尸
（
？

）

２ 知 十
（

－

１尸
卜 ）

＞３Ｐ ， 产生矛盾 ， 即方程
（

５
）
不成立 ，

所以此时方程 ⑴ 无解 ．

③ 当ａ
＝

３
， 有 奶 （

ｎ
）

＝－

 １
）＃

－

１
）
十

（

－

１尸
卜 ） ．

２
）

，

ｉ
）
若ｐ

＝
２

， 则 奶 （
ｎ

）
＝

｜ （
８＃ －

１
）
十

（

－

１尸⑷ ．

２
）

，Ｓ
＊

（Ｐ
ａ

）
＝５

＊

（
２
３

）
＝

４
， 则方程

（
５

）

整理为 －

１
）
十

（

－

１尸
Ｗ＝

６
，
因为此方程的左边是奇数， 右边是偶数 ， 显然此方程无

解 ， 即方程 （
５

） 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解．

ｉ ｉ
） 若Ｐ２５

， 由 引理４得
Ｓ

＊

（Ｐ
ａ

）
＝

３Ｐ ， 方程 （
５

）
整理为

２Ｐ
２

（Ｐ
－

１
）＃

１

（Ｐ １ 

－

１
）
十

（

－

１
尸⑷ ．

２ 
＝

卸 ， 因为此方程的左边是奇数， 右边是偶数 ， 显然此方程无解 ， 即方程 （
５

） 不成立 ， 所以此时方

程 ⑴ 无解．

④ 当ｄｐ２２
，

由 引理 ４得 吼方程 （
５

）
整理为 ２＃ 如－

１
）＃

１


（Ｐ １

－

１
）
十

（

－

１尸Ｗ ．

２ｇ３吼 令

５⑷
＝

２
ｐ

ａ １

（ｐ
－

１
）＃

１


（Ｐ ｌ

－

１
）

－

３叩十
（

－

１尸⑷ ．

２
， 则 Ｖ⑷ ＝

２
ｐ

ａ １

ｌｎ
（
ａ
－

１
） （ｐ

－

１
）＃

１


（Ｐ ｌ

－

１
）
－

３ｐ ，
显然Ｖ⑷２８ｐ

ａ １
－

３ｐ＞０且Ｓ （
４

）
＝

２／ Ｃｐ
－

 Ｉ
）％

１
－

１
）
－

１ ２ｐ ＋（

－

１尸⑷ ．

２２

８／
－

１ ２ｐ ＋（

－

１尸卜 ） ．

２＞０
， 所以Ｓ （

ａ
）＞ ０

， 即２ｐ
ａ 丄

化
－

Ｉ
）％

１

＇ｐ ｉ
－

１
）
十

（

－

１尸卜 ） ．

２＞３叩 ，

产生矛盾 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

４
）
若 ｗ

（
ｎ

）
＝

４ 时 ， 有 ｎ
＝

３ｐ
ａ

两两互素 ，
＊
＝

１
，
２

）
， 与情形 ２ 的 ２

）
中讨论同

ｉ
＝ ｌ

理知
Ｓ

＊

（
ｎ

）＃
５

＊

（

３
）

，
因此设

Ｓ
＊

（
ｎ

）

＝
Ｓ

＊

（Ｐ

ａ

）
，



２４期 李昌吉 ： 方程 如 （
ｎ

）
＝

Ｓ
（
ｎ

）
的可解性 １ ８５

①当
ａ
＝
１

，
有ＳＶ ）

＝

Ｐ ， 则方程 （
５

）
整理为 

２
（ （Ｐ

－

１
）

１

 （Ｐ ｉ

－

１
）
十

（

－

１
尸… ） ． ４

）
＝

３Ｐ ，

ｉ
＝ ｉ

则此方程的左边是偶数 ，
因此 Ｐ 

＝２
， 与情形 ２ 的 ３

）
中讨论同理知此时方程 （

１
）
无解．

② 当 ａ
＝

２
，

ｉ
） 若ｐ

＝
２

， 有＝
５

＊

（
２
２

）
＝

４
， 则方程 （

５
）
整理为－

１
）
十

（

－

１
尸卜 ） ＝

３
， 易

ｉ
＝ ｉ

知此方程无解 ， 即方程 （
５

） 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解 ．

ｉ ｉ

）
若 Ｐ２５ ， 由 引理 ４ 得 Ｓ

＊

（Ｐ

ａ

）
＝２

Ｐ ， 则方程
（
５

）
整理为 －１

）－１
）
十

ｉ
＝ ｌ

（

＿

ｌ
）

ｎ
（
ｎ

） ．

２ 
＝

３
ｐ ，
而ｐＣｐ

＿

１
）
ｎｐｐ

１

（Ｐ ｉ
＿

１
）
十

（

＿

ｌ
）

ｎ
（
＂

） ．

２ｓ４０ｐ 
十

（

＿

ｌ
）

ｎ
（
＂

） ．

２＞３
ｐ ， 产生矛

ｉ
＝ ｌ

盾 ， 即方程 （
５

） 不成立 ， 所以此时方程 （
１

）
无解．

③ 当〇３ ， ｐ２２ ， 由 引理 ４ 得 ＳＶ ）ｇ 叩 ， 则方程
（
５

）
整理为 ２＃ １

）－

ｉ
＝ ｌ

１
）
十

（

－

１尸
卜 ） ． ４ｓ３叩 ， 令Ｐ⑷

＝
２
ｐ

ａ

Ｙｐ
－１

）ｎｐｒ
－１

）
十

（

－

１尸
卜 ） ． ４－３叩 ， 则

ｉ
＝ ｌ

ｐ

’

（
ａ

）
＝２ｐ

ａ １

ｌｎ
（
ａ－ ｌ

） （ｐ
－１

）ｎ
１


（的

—

ｉ
）

— 知＞ｐ

２

（
ｌｎ

２

２
）

．

４０－＞０且ｐ （
３

）

＝

ｉ
＝ ｌ

—

１
）Ｅｌ

１

（的
—

丄
）
十

（

―

丄尸⑷ ． ４— 卟２ ８０ｐ
２

十
（

—

ｌ
）

ｎ
（
ｎ

）．

４－ 卟
＞０

， 所以ｐ （
ａ

）＞０
，

ｉ
＝ ｌ

即 ２
Ｐ

ａ

如 －

１
）１＾广心 －

１
）
十

（

－

１尸
（
ｎ

） ．

４＞３叩 ， 产生矛盾 ， 所以此时方程 ⑴ 无解．

ｉ
＝ ｌ

５
）
若 ｗ

（
ｎ

）２５时 ，
有ｎ

＝
３＃ｆｔ（

３
， Ｐ ， Ｐｉ两两互素

，

＊
＝
１

，

２
，

． ． ．

＞
，
０３

） ，
与情形２

ｉ
＝ ｉ

的 ２
）
中讨论同理知 Ｓ

＊

（
ｎ

）＃
５

＊

（

３
）

，
因此设 Ｓ

＊

（
ｎ

）
＝Ｓ

＊

（Ｐ

ａ

）
，
此时

１ｈ

＾ （
ｎ

）

＝ －

｛
２ｐ

ａ

＼ｐ

－

 １
）
＼＼ ｐｒ ＼ｐ ｉ

－

１
） ＋ （

－

ｌ
ｆ
＾

２
＾ ２

）

ｉ
＝ ｌ

＝ 王
（
２ｐ

ａ

Ｗ

＿

 １
）

．

２
＋ ）

２１

ｎ

（Ｐ广 ”
十

（

一

ｌ
）

ｎ
（
？

）

２
＋ ）

２

）

＾ｉ
＝ ｉ ｉ

＝ ｉ^

？

２
＾

＼ ２Ｐ

ａ

＼ｐ

－

１
）ｎ

（Ｐｉ

〇

＂

＋
（

－

ｉ
）

ｎ
（
ｎ

）

）

ｉ
＝ ｌ ｉ

＝ ｌ

① 当ａ
＝１

， 有ＳＶ ）
＝

Ｐ ， 则方程 （
５

）
整理为２

＋ ）

２

（
２

（Ｐ

－

１
）ｆｔ１

ｆｔ十

（

—

ｌ
）

ｎ
（
？

）

）
＝
３Ｐ ，

贝 ｌ

ｊ
此方程的左边是偶数 ’

因此 ｐ
＝
２

，
与情形 ２ 的 ３

）
中 论同理 ＾口此时方程

⑴ 无解 ．

② 当 ａ２２
，ｐ２２ ， 由 引理 ４ 得 Ｓ

＊

（ ；ｐ

ａ

）ｇ 叩， 则方程 （
５

）
整理为 ：＾ 卜）

２

＾ ；＾
１

＾
－

１
）ｎｐｒ

１

ｎ￥
十

（

－

１
严 ）

）〇 ，

ｉ
＝ ｉ

ｉ
＝ ｉ

又２
＋ ）

２

（

２＃ ＞

－

１
）ｎ

１

ｎ十
（

＿

ｉ
）

ｎ
（
？

）

）２２
３

（
知

。 １
．

￥ｎ十
ｉ
＝ ｌ ｉ

＝ ｌｉ
＝ ｌ

（

＿

１
尸 （

？
）

）２２
３

（
４ｐ

ａ ｉ ．

４０十
（

＿

１尸 （
？

）

）２１ ２８０ｐ
ａ ｉ＿

８ ． 令／ （ｐ）
＝１ ２８０ｐ

ａ ｉ＿
 ８

＿

３ａｐ ，
贝 ｌ

ｊ

／
’

（ｐ ）
＝

１２８０
（
ａ－ ｌ

）ｐ
ａ ２

－

３ａ ＝
（
ａ－ ｌ

） （
１ ２８０ｐ

ａ ２
－

３
）

－

３＞０
， 且 ／ （

２
）
＝

１ ２８０
．

２
ａ ｉ

－

Ｓ
－

ｅａ＞０
， 所

以／ （Ｐ ）＞
〇

， 即
１ ２８０

ｐ

ａ ｉ
－ ８＞３吼所以

２
＋ ）

２

（

２
ｐ

ａ

Ｗ－ ｌ
）

１

合
也＾ 十

（

－ １严 ）

）
＞



１ ８６ 数 学 的 实 践 与 认 识 ５ ０卷

３叩， 产生矛盾 ， 所以此时方程 （
１

）
无解．

情形 ３ 其他情况 ， 设 ｎ
＝ 垆叫 （ （＃ ，

叫
）

＝
１

） ， 由 引理 ５ 知

灼 （
《

）

＝

蠢

￥
：

＞

（
？

）
＝

则方程 ⑵ 化为

Ｐ

ａ

Ｈｐ

－＝
＾Ｓ

（ｐ

ａ

）（
６

）

１
）
若ａ

＝
１时 ， 有

５＾
°

）
＝

Ｐ ， 方程 （
６

）
整理为 （ｐ

－

１
）

＜

＾ （
叫

）

＝
３ｐ ， 则 （ｐ

－

ｌ
） ｜

３ｐ ， 所以ｐ

＝
２

，

所以 ｐ （
叫

）

＝ ６
， 易得 叫

＝７
，

９
，

１ ４
，

１ ８ ． 因为
（ｐ＇Ｗ

＝１
， 所以 叫

＝ ７
，

９
， 则 ｗ

＝１ ４
，

１ ８ ． 经检验

ｎ
＝１ ４＝２ｘ７

，
５

＊

（

２
）
＝２

，
５

＊

（

７
）
＝７

，
Ｓ

＊

（

１ ４
）
＝

ｍａａ ：

｛
Ｓ

＊

（

２
）

，

Ｓ
＊

（

７
） ｝
＝７

＃
５

＊

（

２
）

， 即方程
（

３
）
不成立 ，

所以 ｎ
＝１４ 不是方程

（

１
）
的解 ． 同理可得 ｎ

＝１ ８ 不是方程
（

１
）
的解 ．

２
）
若 ａ

＝２ 时 ，

① 当Ｐ

＝２
， 则

Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）
＝５

＊

（

２
２

）
＝４

， 方程
（

６
）
整理为ｗ （

ｍ
）
＝６

， 易得ｍ
＝ ７

，

９
，

１４
，

１８ ． 因为

（ｐ＇ ｍ ）

＝
１

， 所以 ｍ
＝ ７

，

９
， 则 ｎ

＝
２８

，

３６ ． 经检验 ｎ
＝

２８
，

３６ 不是方程 ⑴ 的解 ．

② 当 Ｐ２
３

， 则由 引理 ４ 知 Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）
＝２

Ｐ ， 方程
（

６
）
整理为 －

ｌＸｍ
）
＝６

Ｐ ， 即
（ｐ

－

１
）

＜

＾ （
叫

）

＝ ６
， 易得 ｐ

＝２
，

＜

＾ （
叫

）

＝ ６
（
此情况上

一

问中 已讨论
）
或 ｐ 

＝７
，” （
叫

）

＝ １ ． 又 叫
＝ １

，

２
，

所以ｎ
＝

４ ９
，

９８ ．

ｉ

）ｎ
＝

４９ ＝７
２

时 ，

Ｓ
＊

（
ｎ

）
＝

５
＊

（

４ ９
）

＝
１ ４＝Ｓ

＊

（

７
２

）

＝
Ｓ

＊

（Ｐ

ａ

）
， 即方程

（

３
）
成立 ， 所以ｎ

＝
４９

是

方程 ⑴ 的解 ． ｎ
＝９８ 是方程 ⑴ 的解 ．

ｉ ｉ

）ｎ
＝９８＝２ｘ７

２

时 ，
＊
９

（

２
）
＝２

，＊
９

（

７
２

）
＝１４

，Ｒ ｔｃ
）
＝
＊
９

（

９８
）
＝

ＴＯａａ＾ Ｓ＾ ）
，

＊＾？
２

） ｝
＝１ ４

，

Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）

＝
Ｓ

＊

（

７
２

）

＝
１ ４

， 所以 Ｓ
＊

（
ｎ

）

＝即方程
（

３
）
成立 ， 所以 ｎ

＝
９８ 是方程 ⑴ 的解．

３
）
若 ａ

＝
３ 时 ，

① 当
：Ｐ

＝２
， 则 Ｓ

＊

（ ；ｐ

ａ

）
＝５

＊

（

２
３

）
＝４

， 方程
（

６
）
整理为 ｗ （

ｍ
）
＝３

， 由引理 ２ 知这样的 ｍ 不

存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

② 当
：Ｐ

＝
３

， 则 ５
＊

（
，

）

＝５
＊

（
３
３

）
＝

９
， 方程

（
６

）
整理为 ｗ （

ｍ
）
＝

｜ ， 由引理 ２ 知这样的 叫 不

存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

③ 当 Ｐ２５ ， 则 由引理 ４ 知 Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）
＝３

Ｐ ， 方程
（

６
）
整理为 －

１＞ （叫 ＝ ９
， 易知这样的 ｐ

和 ｍ 不存在 ， 所以此时方程 （
１

）
无解．

４
）
若 ａ

＝
４ 时 ，

① 当 Ｐ

＝
２

， 则 Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）

＝
５

＊

（

２
４

）

＝
６

， 方程
（

６
）
整理为 ｗ （

ｍ
）

＝

｜ ， 由引理 ２ 知这样的 叫 不

存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

② 当
：Ｐ

＝３
， 则 Ｓ

＊

（；ｐ

ａ

）
＝５

＊

（

３
４

）
＝９

， 方程
（

６
）
整理为 ｗ （

ｍ
）
＝

Ｉ 由引理 ２ 知这样的 叫 不

存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

③ 当 Ｐ２５ ， 则 由 引理 ４ 知 Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）

＝ 知 ， 方程
（

６
）
整理为 Ｐ

２

（Ｐ
－

ｌＭｍ
）
＝
１ ２

， 易知这样

的 Ｐ 和 ｍ 不存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

５
）
若 ａ

＝
５ 时 ，

① 当
：Ｐ

＝２
， 则 Ｓ

＊

（；ｐ

ａ

）
＝６

＊

（

２
５

）
＝８

， 方程
（

６
）
整理为 ｗ （

ｍ
）
＝

｜ ， 由引理 ２ 知这样的 叫 不

存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．



２４期 李昌吉 ： 方程 如 （
ｎ

）
＝

Ｓ
（
ｎ

）
的可解性 １ ８７

② 当 Ｐ２３ ， 则由 引理 ４ 知 Ｓ
＊

（Ｐ
ａ

）ｇ５Ｐ ， 方程 （
６

）
整理为 垆 ＞

－

ｌＭｍ
）ｇ１ ５Ｐ ， 即

垆
２

（ｐ

－

ｌＭｍ
）ｇ１ ５ ，

而此时有 垆
２

（Ｐ 

－

ｌＭｍ ）２３
３

．

２＞１ ５
， 产生矛盾 ， 所以此时方程 ⑴

无解

６
）
若 ａ

＝
６ 时 ，

① 当 ：Ｐ

＝
２

， 则 ５
＊

（， ）

＝
５

＊

（
２
６

）
＝

８
， 方程 （

６
）
整理为 ｗ （ｍ ）

＝

｜ ， 由引理 ２ 知这样的 叫 不

存在 ， 所以此时方程 ⑴ 无解 ．

② 当 Ｐ２
３

， 则由 引理 ４ 知 Ｓ
＊

（Ｐ

ａ

）ｇ６Ｐ ， 方程
（

６
）
化为 垆 ＞

－ ｌＸｍ
）ｇ１ ８

Ｐ ， 即

垆
２

（ｐ

－ｌＭｍ
）ｓ

１ ８
， 而此时有 垆

２

（Ｐ 

－ｌＭｍ ）２３
４

．

２＞１ ８
， 产生矛盾 ， 所以此时方程 ⑴

无解

７
）
若ａ２７

，Ｐ２２时
，

由 引理
４
知

Ｓ
ｆｙ

１

）ｇａｐ ， 方程
（

６
）
化为 ｐ

ａ

Ｙｐ
－１

）

＜

＾ （
叫

）
ｇ３ａｐ ， 即ｐ

ａ ２

（ｐ
－１

）

＜

＾ （
叫

）
ｇ３ａ．

令ｐ （
ａ

）
＝

ｐ
ａ ２

（ｐ
—ｌＸｎ ｉ

）
—

３ａ
， 则ｐ

’

（
ａ

）
＝

ｐ
ａ ２

ｌｎ
（
ａ—２

） （ｐ
—

ｌＸｎ ｉ
）
— ３ ＞ ２

４
—

３ ＞ ０

且５ （

７
）
＝

Ｐ
５

（Ｐ

－－

２ １２２
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） 的性质 ， 利用初等方法通过分类讨论给出方程 奶 （
ｎ

）

＝

Ｒｎ
） 的全部正整数解 ｎ＝４９
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） 的方程的可解性研究有
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