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方程Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）的可解性
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摘　要：Ｚω（ｎ）是伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ无平方因子函数，Ｓ（ｎ）为Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数．结合Ｚω（ｎ）函数和Ｓ（ｎ）函

数的性质，利用初等方法研究了数论函数方程Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）的可解性，给出当ｎ仅有一个素因子或无平

方因子时，方程（１）无正整数解，当ｎ含有平方素因子且仅有两个素因子时，方程（１）有无穷多组正整数解．
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ｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）ｈａｓ　ｂｅｅｎ　ｓｔｕｄｉｅｄ　ｗｉｔｈ

ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｍｅｔｈｏｄｓ，ａｎｄ　ｗｈｅｎ　ｎ　ｈａｓ　ｏｎｌｙ　ｏｎｅ　ｐｒｉｍｅ　ｆａｃｔｏｒ　ｏｒ　ｓｑｕａｒｅ－ｆｒｅｅ　ｆａｃｔｏｒ，ｔｈｅ
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ｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ｈａｓ　ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ　ｍａｎｙ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｐｓｅｕｄｏ－Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｓｑｕａｒｅｆｒｅｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ；ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｅｑｕａｔｉｏｎ；ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

数论学家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ在其《Ｏｎｌｙ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，Ｎｏｔ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎ》一书中定义了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数

Ｓ（ｎ）和伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ无平方因子函数Ｚω（ｎ）.Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ ∈ＺＺ＋ ｎ　ｍ！}表
示使ｎ　ｍ！ 成立的最小正整数ｍ，伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ无平方因子函数Ｚω（ｎ）表示最小的正整数ｍ，使
得ｎ｜ｍｎ，即Ｚω（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ∈ＺＺ＋ ｎ　ｍｎ}.很多学者对函数Ｓ（ｎ）和Ｚω（ｎ）的性质进行了研究，如文

献［１－５］．文献［６］研究了方程∑
ｎ

ｉ＝１
Ｚω（ｎ）＝Ｚω（

ｎ（ｎ＋１）
２

）的可解性．文献［７－９］研究了方程∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝



φ（ｎ）的可解性．文献［１０］研究了方程φ（ｎ）＝Ｓ（ｎ
ｋ）或σ（２αｑ）／Ｓ（２αｑ）的可解性．文献［１１］研究了方程

Ｚω（φ（ｎ））＝φ（Ｚω（ｎ））和Ｚω（ｎ）＋φ（ｎ）＝２ｎ的可解性等．论文将研究数论函数方程

Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ） （１）

的可解性，结合Ｚω（ｎ）函数和Ｓ（ｎ）函数的性质，利用初等方法给出了方程（１）在一些情况下的解的
情况．

１　引 理

引理１［１２］　如果正整数ｎ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐａｉｉ ，ｐｉ 是素数，ａｉ ∈ＮＮ，那么Ｚω（ｎ）＝∏

ｋ

ｉ＝１
ｐｉ.

引理２［１３］　如果正整数ｎ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐａｉｉ ，ｐｉ 是素数，ａｉ ∈ＮＮ，那么

Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ　Ｓ（ｐ１ａ１），Ｓ（ｐ２ａ２），…，Ｓ（ｐｋａｋ）｛ }.

　　引理３［１３］　对于素数ｐ和正整数ｋ，有（ｐ－１）ｋ＋１≤Ｓ（ｐｋ）≤ｋｐ；如果ｋ＜ｐ，那么Ｓ（ｐｋ）＝ｋｐ.
引理４［１４］　设ａ与ｍ 是整数，ｇｃｄ（ａ，ｍ）＝１，则存在无穷多个素数ｐ，满足ｐ≡ａ（ｍｏｄｍ）.

２　定理及其证明

易知ｎ＝１时，Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝１，故ｎ＝１是方程（１）的解．

定理１　当ｎ仅有一个素因子或无平方因子时，方程（１）无正整数解．
证明　当ｎ仅有一素因子，设ｎ＝ｐａ，ａ≥１，此时Ｚω（ｎ）＝ｐ，而

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝Ｓ（１）＋Ｓ（ｐ）＋…＋Ｓ（ｐａ）≥１＋ｐ，

有

Ｚω（ｎ）＜∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ），

此时方程（１）无解．

当ｎ无平方因子时，设ｎ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐｉ，ｐ１ ＜ｐ２ ＜ … ＜ｐｋ，ｋ≥２，此时Ｚω（ｎ）＝∏

ｋ

ｉ＝１
ｐｉ，又

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝Ｓ（１）＋∑

ｋ

ｉ＝１
Ｓ（ｐｉ）＋ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｋ
Ｓ（ｐｉｐｊ）＋ ∑

１≤ｉ＜ｊ＜ｌ≤ｋ
Ｓ（ｐｉｐｊｐｌ）＋…＋Ｓ（∏

ｋ

ｉ＝１
ｐｉ）＝

Ｓ（１）＋Ｓ（ｐ１）＋∑
ｍ１｜ｐ１
Ｓ（ｍ１ｐ２）＋ ∑

ｍ２｜ｐ１　ｐ２
Ｓ（ｍ２ｐ３）＋ ∑

ｍ３｜ｐ１　ｐ２　ｐ３
Ｓ（ｍ３ｐ４）…＋ ∑

ｍｋ－１｜ｐ１　ｐ２…ｐｋ－１
Ｓ（ｍｋ－１ｐｋ）＝

１＋ｐ１＋２ｐ２＋４ｐ３＋…＋２ｋ－１　ｐｋ＝１＋∑
ｋ

ｉ＝１
２ｉ－１　ｐｉ.

　　当ｐ１＝２时，有

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）≡１（ｍｏｄ２），

而Ｚω（ｎ）≡０（ｍｏｄ２），此时方程（１）无解．
当ｐ１ ≠２，ｋ＝２时，有

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝１＋ｐ１＋２ｐ２ ＜３ｐ２ ≤ｐ１ｐ２＝Ｚω（ｎ），

此时方程（１）无解．
当ｐ１ ≠２，ｋ≥３时，有

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝１＋∑

ｋ

ｉ＝１
２ｉ－１　ｐｉ ＜１＋（１＋２＋４＋…＋２ｋ－１）ｐｋ＝１＋（２ｋ－１）ｐｋ ＜２ｋｐｋ ＜∏

ｋ

ｉ＝１
ｐｉ＝Ｚω（ｎ），

此时方程（１）无解．
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定理２　当ｎ含有平方素因子且仅有两个素因子时，方程（１）有无穷多组正整数解．
证明　设ｎ＝ｐａｑｂ，（ｐ，ｑ）＝１，ｐ＞ｑ，则若ｑ＝２，即ｎ＝ｐａ２ｂ，ｂ≥１，有

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝∑

ｄ｜２ｂ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（２ｄ）＋…＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（２ｂｄ）≥

∑
ｂ

ｉ＝０
Ｓ（２ｉ）＋（ｂ＋１）∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＞２ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）≥２ｐ＝Ｚω（ｎ），

此时方程（１）无解．
若ｐ≤ａ，则

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝∑

ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｐｄ）＋…＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｐａｄ）≥

∑
ａ

ｉ＝０
Ｓ（ｐｉ）＋（ａ＋１）∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＞ （ａ＋１）∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）≥ （ｐ＋１）ｑ＞ｐｑ，

即

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＞Ｚω（ｎ），

此时方程（１）无解．

同理可得，若ｑ≤ｂ，有∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＞Ｚω（ｎ），此时方程（１）无解．

若ｎ＝ｐｑｂ，ｑ＞ｂ≥２，且Ｓ（ｎ）＝Ｓ（ｐ），则

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝∑

ｄ｜ｐ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｐｄ）＝１＋ｐ＋

１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＋ｐｂ.

　　方程（１）化为

１＋ｐ＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＋ｐｂ＝ｐｑ，

即

１＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＝ｐ（ｑ－ｂ－１）. （２）

　　当ｂ≡０（ｍｏｄ４）时，有

１＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）≡１（ｍｏｄ２），

ｐ（ｑ－ｂ－１）≡０（ｍｏｄ２），
此时方程（１）无解．
当ｂ≡１（ｍｏｄ４）时，有

１＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）≡０（ｍｏｄ２），

ｐ（ｑ－ｂ－１）≡１（ｍｏｄ２），
此时方程（１）无解．
当ｂ≡２（ｍｏｄ４），ｂ≡３（ｍｏｄ４）时，对ｂ进行讨论：当ｂ＝２时，方程（２）化为１＋３ｑ＝ｐ（ｑ－３），所以

２≤ｑ－３＜３，易知此时方程（１）无解．当ｂ＝３时，方程（２）化为１＋６ｑ＝ｐ（ｑ－４），所以１≤ｑ－４＜６，
易知此时有ｐ＝３１，ｑ＝５，经检验，ｎ＝３１·５３ 是方程（１）的解．
同理，对ｂ≤１００进行计算检验，得到方程（１）的解有：ｎ＝３１·５３，１０３·１１７，４９９·１９１４，１６０１·２９２３，

２３　３１１·３７３５，３１　９８１·４１３９，３２　７１３·６７６２，１７　３３３·７１６２，９　６４３·７９６２，７　１７７·８９６３，９０　７０３·７３７０，１
５　１９９·１０９８３，３４０　６９３·８９８７，２１６　５５３·９７９４，７５　１６１·１０１９４，５７　４８７·１０３９４.

易知当ｑ≡１（ｍｏｄ４），ｂ＝ｑ－２，ｐ＝
１
２ｑ
（ｑ－１）（ｑ－２）＋１时，满足条件

１＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＝ｐ（ｑ－ｂ－１），ｐ＞ｂｑ，

１２
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即ｎ＝（
１
２ｑ
（ｑ－１）（ｑ－２）＋１）·ｑｑ－２ 是方程（１）的解，又

ｐ＝
１
２ｑ
（ｑ－１）（ｑ－２）＋１≡１（ｍｏｄｑ），

由引理５知满足条件的素数ｐ有无穷多个，所以方程（１）有无穷多解．
若ｎ＝ｐａｑ，ｐ＞ａ≥２，此时有Ｓ（ｎ）＝Ｓ（ｐａ），则

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝∑

ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｑｄ）＝

１＋
１
２ｐａ

（ａ＋１）＋ｑ＋
１
２ｐａ

（ａ＋１）＝１＋ｑ＋ｐａ（ａ＋１）.

　　方程（１）化为１＋ｑ＋ｐａ（ａ＋１）＝ｐｑ，而１＋ｑ＋ｐａ（ａ＋１）≡０（ｍｏｄ２），ｐｑ≡１（ｍｏｄ２），所以此时
方程（１）无解．
若ｎ＝ｐａｑｂ，ｐ＞ａ，ｑ＞ｂ≥２，ｔ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ}，则

∑
ａ

ｉ＝０
Ｓ（ｐｉ）＋（ａ＋１）∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）≤∑

ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝

∑
ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｐｄ）＋…＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｐａｄ）≤∑

ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ａｂＳ（ｐｔ），

即

１＋∑
ａ

ｉ＝１
ｐｉ＋（ａ＋１）∑

ｂ

ｊ＝１
ｑｊ≤∑

ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）≤∑

ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ａｂＳ（ｐｔ），

１＋
１
２ｐａ

（ａ＋１）＋
１
２
（ａ＋１）ｑｂ（ｂ＋１）≤∑

ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）≤１＋

１
２ｐａ

（ａ＋１）＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＋ａｂｐｔ.

　　同理，有

∑
ｂ

ｉ＝０
Ｓ（ｑｉ）＋（ｂ＋１）∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）≤∑

ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）＝

∑
ｄ｜ｑｂ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｑｄ）＋…＋ ∑

ｄ｜ｐａ，ｄ＞１
Ｓ（ｑｂｄ）≤

∑
ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ａｂＳ（ｐｔ），

即

∑
ｂ

ｉ＝０
Ｓ（ｑｉ）＋（ｂ＋１）∑

ｄ｜ｐｑ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）≤∑

ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）≤∑

ｄ｜ｐａ
Ｓ（ｄ）＋ ∑

ｄ｜ｑｂ，ｄ＞１
Ｓ（ｄ）＋ａｂＳ（ｐｔ），

１＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＋
１
２
（ｂ＋１）ｐａ（ａ＋１）≤∑

ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）≤１＋

１
２ｐａ

（ａ＋１）＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）＋ａｂｐｔ，

所以，有

２＋
１
２ｐａ

（ａ＋１）（ｂ＋２）＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）（ａ＋２）≤２∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）≤２＋ｐａ（ａ＋１）＋ｑｂ（ｂ＋１）＋２ａｂｐｔ.

　　故方程（１）有解的必要条件之一是

２＋
１
２ｐａ

（ａ＋１）（ｂ＋２）＋
１
２ｑｂ

（ｂ＋１）（ａ＋２）≤２ｐｑ≤２＋ｐａ（ａ＋１）＋ｑｂ（ｂ＋１）＋２ａｂｐｔ.

　　综上，定理２得证．

３　结束语

研究了含有伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ无平方因子函数Ｚω（ｎ）和Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）的数论函数方程

Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）的可解性．结合Ｚω（ｎ）函数和Ｓ（ｎ）函数的性质，利用初等方法，得出结论：当ｎ仅有

一个素因子或无平方因子时，方程Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）无正整数解；当ｎ含有平方素因子且仅有两个素因
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子时，方程Ｚω（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
Ｓ（ｄ）有无穷多组正整数解．由于研究方法的限制，当ｎ含有两个以上的素因子

且有平方素因子时，方程的可解性研究难度较大，讨论较为繁琐，留待改进讨论方法后做进一步的研究．
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