
２０１９年１２月　　　　　　　　　　　　　南宁师范大学学报（自然科学版） Ｄｅｃ．２０１９
第３６卷 第４期　　　　　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｎａｎｎｉｎｇ　Ｎｏｒｍａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｅｄｉｔｉｏｎ） Ｖｏｌ．３６　Ｎｏ．４

ＤＯＩ：１０．１６６０１／ｊ．ｃｎｋｉ．ｉｓｓｎ２０９６－７３３０．２０１９．０４．００６ 文章编号：２０９６－７３３０（２０１９）０４－００３５－０５

数论函数方程２φ（ｎ）＝φ２（ｎ）＋Ｓ（ｎ２５）的正整数解
＊

李昌吉

（阿坝师范学院，四川 汶川 ６２３００２）

摘　要：φｅ（ｎ）为广义Ｅｕｌｅｒ函数，Ｓ（ｎ）为Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数．研究了数论函数方程２φ（ｎ）＝φ２（ｎ）＋Ｓ（ｎ
２５）的

正整数解问题．借助广义Ｅｕｌｅｒ函数φ２（ｎ）和Ｓ（ｎ）函数的性质，利用初等方法给出数论函数方程２φ（ｎ）＝φ２（ｎ）＋

Ｓ（ｎ２５）的全部３个正整数解ｎ＝８６７，１１５６，１７３４．
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１　引　言

数论函数性质及其相关不定方程研究是数论研究中一个引人关注的研究领域．１９９３年，数论学家

Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ在《Ｏｎｌｙ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｎｏｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ》一书中定义了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）．函数Ｓ（ｎ）＝
ｍｉｎ｛ｍ∈Ｚ＋：ｎ　ｍ！｝表示使ｎ　ｍ！成立的最小正整数ｍ．很多学者对Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的性质及应用进
行了深入研究，取得了一些重要的结果，如文献［１～６］．Ｅｕｌｅｒ函数φ（ｎ）是数论中重要的函数之一，其定
义为序列０，１，２，…，ｎ－１中与ｎ互质的数的个数．广义欧拉函数φｅ（ｎ）是蔡天新等人引入的函数，在文

献［７］中定义φｅ（ｎ）为序列１，２，…，
ｎ
ｅ［ ］中与ｎ互质的数的个数．当ｅ＝２，ｎ＞２时，易得φ２（ｎ）＝１２φ

（ｎ）．对于含有广义欧拉函数与Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的数论方程

φ２（ｎ）＝Ｓ（ｎ
ｒ） （１）

前人做了很多研究．如文献［８］研究了ｒ＝８时方程的可解性问题，文献［９］研究了ｒ＝１０时方程的可解
性问题，文献［１０］研究了ｒ＝１２时方程的可解性问题，文献［１１］研究了ｒ＝２２时方程的可解性问题，文
献［１２］研究了ｒ＝１６时方程的可解性问题．本文将讨论ｒ＝２５时，含有欧拉函数、广义欧拉函数与Ｓｍａ－
ｒａｎｄａｃｈｅ函数的数论方程

２φ（ｎ）＝φ２（ｎ）＋Ｓ（ｎ
２５） （２）

的可解性问题，对以往研究中的讨论对象和讨论方法做了适当调整，借助初等方法给出了方程的全部正
整数解．

２　引　理

引理１［１３］　如果正整数ｎ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐａｉｉ ，那么φ（ｎ）＝∏

ｋ

ｉ＝１
ｐａｉ－１ｉ （ｐｉ－１）．

引理２［１３］　如果ｍ 和ｎ是正整数且满足（ｍ，ｎ）＝１，那么φ（ｍｎ）＝φ（ｍ）φ（ｎ）．
引理３［１３］　设ｎ是一个大于２的正整数，那么φ（ｎ）是偶数．
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引理４［１４］　如果正整数ｎ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐａｉｉ ，那么Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ｛Ｓ（ｐ

ａ１
１
），Ｓ（ｐａ２２ ），…，Ｓ（ｐ

ａｋ
ｋ ）｝．

引理５［１４］　对于素数ｐ和正整数ｋ，有Ｓ（ｐｋ）≤ｋｐ；如果ｋ＜ｐ，那么Ｓ（ｐｋ）＝ｋｐ．

３　定理及其证明

定理１　方程２φ（ｎ）＝φ２（ｎ）＋Ｓ（ｎ
２５）仅有正整数解ｎ＝８６７，１１５６，１７３４．

证明　易知ｎ＝１，２不是方程（２）的解．假设ｎ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐａｉｉ ≥３，则由引理４有

Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ｛Ｓ（ｐａ１１ ），Ｓ（ｐａ２２ ），…，Ｓ（ｐａｋｋ ）｝＝Ｓ（ｐａ）， （３）
其中ｐ是ｎ的素因子，ａ是ｐ在ｎ中的次数．
设ｎ＝ｐａｎ１．易知（ｐａ，ｎ１）＝１，从而由引理１和引理２得

φ（ｎ）＝φ（ｐ
ａｎ１）＝φ（ｐ

ａ）φ（ｎ１）＝ｐ
ａ－１（ｐ－１）φ（ｎ１）， （４）

又因为φ２（ｎ）＝
１
２φ
（ｎ），所以综合（２），（３），（４）可得

３ｐａ－１（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
２５ａ）． （５）

所以方程（５）和方程

Ｓ（ｐ２５ａ）＝Ｓ（ｎ２５） （６）
同时成立的解与方程（２）的解等价．下面根据ａ与ｐ的不同取值情况进行分类讨论：
情形１　当ａ＝１时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２２５）＝２８，方程（５）化为３φ（ｎ１）＝５６，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存在，
所以此时方程（２）无解．

② 若ｐ＝３，则Ｓ（３２５）＝５４，方程（５）化为６φ（ｎ１）＝１０８，由此得φ（ｎ１）＝１８，所以ｎ１＝１９，２７，３８，

５４，又因为（ｐ，ｎ１）＝１，所以ｎ１＝１９，３８，由此得到ｎ＝５７，１１４．将ｎ＝５７，１１４，代入方程（６），方程（６）不成
立，所以此时方程（２）无解：
将ｎ＝５７代入方程（６）进行检验．因为ｎ２５＝５７２５＝３２５×１９２５，Ｓ（３２５）＝５４，Ｓ（１９２５）＝４５６，所以由引

理４知Ｓ（５７２５）＝ｍａｘ｛Ｓ（３２５），Ｓ（１９２５）｝＝４５６，所以Ｓ（３２５）＝５４≠Ｓ（５７２５）＝４５６，即此时有Ｓ（ｐ２５ａ）≠Ｓ
（ｎ２５），所以ｎ＝５７不是方程（２）的正整数解．
同理验证ｎ＝１１４也不是方程（２）的正整数解．
③ 若ｐ＝５，则Ｓ（５２５）＝１０５，方程（５）化为１２φ（ｎ１）＝２１０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存

在，所以此时方程（２）无解．
④ 若ｐ＝７，则Ｓ（７２５）＝１５４，方程（５）化为１８φ（ｎ１）＝３０８，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存

在，所以此时方程（２）无解．
⑤ 若ｐ＝１１，则Ｓ（１１２５）＝２５３，方程（５）化为３０φ（ｎ１）＝５０６，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不

存在，所以此时方程（２）无解．
⑥ 若ｐ＝１３，则Ｓ（１３２５）＝３１２，方程（５）化为３６φ（ｎ１）＝６２４，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不

存在，所以此时方程（２）无解．
⑦ 若ｐ＝１７，则Ｓ（１７２５）＝４０８，方程（５）化为４８φ（ｎ１）＝８１６，由此得φ（ｎ１）＝１７，由引理３知这样

的ｎ１ 不存在，所以此时方程（２）无解．

⑧ 若ｐ＝１９，则Ｓ（１９２５）＝４５６，方程（５）化为５４φ（ｎ１）＝９１２，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不
存在，所以此时方程（２）无解．

⑨ 若ｐ＝２３，则Ｓ（２３２５）＝５５２，方程（５）化为６６φ（ｎ１）＝１１０４，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１
不存在，所以此时方程（２）无解．

⑩ 若ｐ≥２９，则由引理５得Ｓ（ｐ２５）＝２５ｐ，方程（５）化为３（ｐ－１）φ（ｎ１）＝５０ｐ，由此得到φ（ｎ１）是
奇数，而由引理３知，这样的ｎ１ 不存在，所以此时方程（２）无解．
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情形２　当ａ＝２时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２５０）＝５４，方程（５）化为６φ（ｎ１）＝１０８，由此得φ（ｎ１）＝１８，所以ｎ１＝１９，２７，３８，

５４，又因为（ｐ，ｎ１）＝１，所以ｎ１＝１９，２７，所以ｎ＝７６，１０８，将ｎ＝７６，１０８分别代入方程（６）进行检验，方
程不成立，所以此时方程（２）无解：
将ｎ＝７６代入方程（６）进行检验．因为ｎ２５＝７６２５＝２５０×１９２５，Ｓ（２５０）＝５４，Ｓ（１９２５）＝４５６，所以由引

理４知Ｓ（７６２５）＝ｍａｘ｛Ｓ（３２５），Ｓ（１９２５）｝＝４５６，所以Ｓ（２５０）＝５４≠Ｓ（７６２５）＝４５６，即此时有Ｓ（ｐ２５ａ）≠Ｓ
（ｎ２５），所以ｎ＝７６不是方程（２）的正整数解．
同理验证ｎ＝１０８也不是方程（２）的正整数解．
② 若ｐ＝３，则Ｓ（３５０）＝１０５，方程（５）化为１８φ（ｎ１）＝２１０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存

在，所以此时方程（２）无解．
③ 若ｐ＝５，则Ｓ（５５０）＝２０５，方程（５）化为６０φ（ｎ１）＝４１０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存

在，所以此时方程（２）无解．
④ 若ｐ＝７，则Ｓ（７５０）＝３０８，方程（５）化为１２６φ（ｎ１）＝６１６，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不

存在，所以此时方程（２）无解．
⑤ 若ｐ＝１１，则Ｓ（１１５０）＝５０６，方程（５）化为３３０φ（ｎ１）＝１０１２，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１

不存在，所以此时方程（２）无解．
⑥ 若ｐ＝１３，则Ｓ（１３５０）＝６１１，方程（５）化为４６８φ（ｎ１）＝１２２２，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１

不存在，所以此时方程（２）无解．
⑦ 若ｐ＝１７，则Ｓ（１７５０）＝８１６，方程（５）化为８１６φ（ｎ１）＝１６３２，由此得φ（ｎ１）＝２，所以ｎ１＝３，４，６，

又因为（ｐ，ｎ１）＝１，所以ｎ１＝３，４，６，所以ｎ＝８６７，１１５６，１７３４．
将ｎ＝８６７代入方程（６）进行检验．因为ｎ２５＝８６７２５＝３２５×１７５０，Ｓ（３２５）＝５４，Ｓ（１７５０）＝８１６，故由引

理４知Ｓ（ｎ２５）＝Ｓ（８６７２５）＝ｍａｘ｛Ｓ（３２５），Ｓ（１７５０）｝＝８１６，所以Ｓ（１７５０）＝Ｓ（８６７２５）＝８１６，即此时Ｓ
（ｐ２５ａ）＝Ｓ（ｎ２５）成立，所以ｎ＝８６７是方程（２）的正整数解．
同理验证ｎ＝１１５６，１７３４也是方程（２）的正整数解．
⑧ 若ｐ＝１９，则Ｓ（１９５０）＝９１２，方程（５）化为１０２６φ（ｎ１）＝１８２４，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１

不存在，所以此时方程（２）无解．
⑨ 若ｐ＝２３，则Ｓ（２３５０）＝１１０４，方程（５）化为１５１８φ（ｎ１）＝２２０８，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的

ｎ１ 不存在，所以此时方程（２）无解．
⑩ 若ｐ＝２９，则Ｓ（２９５０）＝１４２１，方程（５）化为２４３６φ（ｎ１）＝２８４２，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的

ｎ１ 不存在，所以此时方程（２）无解．
瑏瑡 若ｐ＝３１，则Ｓ（３１５０）＝１５１９，方程（５）化为２７９０φ（ｎ１）＝３０３８，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的

ｎ１ 不存在，所以此时方程（２）无解．
瑏瑢 若ｐ≥３７，则方程（５）化为３ｐ（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ

５０），由引理５，得２Ｓ（ｐ５０）≤１００ｐ，即３ｐ（ｐ－
１）≤１００ｐ，而此时由ｐ≥３７，有３ｐ（ｐ－１）≥１０８ｐ＞１００ｐ恒成立，产生矛盾，因此ｐ≥３７时，３ｐ（ｐ－１）φ
（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ５０），所以此时方程（２）无解．
情形３　当ａ＝３时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２７５）＝８０，方程（５）化为１２φ（ｎ１）＝１６０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存
在，此时方程（２）无解．

② 若ｐ＝３，则Ｓ（３７５）＝１５６，方程（５）化为５４φ（ｎ１）＝３１２，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存
在，此时方程（２）无解．

③ 若ｐ＝５，则Ｓ（５７５）＝３０５，方程（５）化为３００φ（ｎ１）＝６１０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不
存在，此时方程（２）无解．

④ 若ｐ＝７，则Ｓ（７７５）＝４５５，方程（５）化为８８２φ（ｎ１）＝９１０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不
存在，此时方程（２）无解．

⑤ 若ｐ≥１１，则方程（５）化为３ｐ２（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
７５），由引理５，得２Ｓ（ｐ７５）≤１５０ｐ，即３ｐ２（ｐ
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－１）≤１５０ｐ，而此时由ｐ≥１１，有３ｐ２（ｐ－１）≥３３０ｐ＞１５０ｐ 成立，产生矛盾，因此ｐ≥１１时，３ｐ２（ｐ－
１）φ（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ

７５），所以此时方程（２）无解．
情形４　当ａ＝４时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２１００）＝１０４，方程（５）化为２４φ（ｎ１）＝２０８，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存
在，此时方程（２）无解．

② 若ｐ＝３，则Ｓ（３１００）＝２０７，方程（５）化为１６２φ（ｎ１）＝４１４，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不
存在，此时方程（２）无解．

③ 若ｐ≥５，则由方程（５）得３ｐ３（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
１００），由引理５，得２Ｓ（ｐ１００）≤２００ｐ，即３ｐ３（ｐ

－１）≤２００ｐ，而此时由ｐ≥５，有３ｐ３（ｐ－１）≥３００ｐ＞２００ｐ成立，产生矛盾，因此ｐ≥５时，３ｐ３（ｐ－１）φ
（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ１００），所以此时方程（２）无解．
情形５　当ａ＝５时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２１２５）＝１２８，方程（５）化为４８φ（ｎ１）＝２５６，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存
在，此时方程（２）无解．

② 若ｐ＝３，则Ｓ（３１２５）＝２５２，方程（５）化为４８６φ（ｎ１）＝５０４，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不
存在，此时方程（２）无解．

③ 对于ｐ≥５，由方程（５）得３ｐ４（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
１２５），由引理５，得２Ｓ（ｐ１２５）≤２５０ｐ，即３ｐ４（ｐ

－１）≤２５０ｐ，而此时由ｐ≥５，有３ｐ４（ｐ－１）≥１５００ｐ＞２５０ｐ成立，产生矛盾，因此ｐ≥５时，３ｐ４（ｐ－１）

φ（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ
１２０），所以此时方程（２）无解．

情形６　当ａ＝６时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２１５０）＝１５４，方程（５）化为９６φ（ｎ１）＝３０８，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存
在，此时方程（２）无解．

② 对于ｐ≥３，由方程（５）得３ｐ５（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
１５０），由引理５，得２Ｓ（ｐ１５０）≤３００ｐ，即３ｐ５（ｐ

－１）≤３００ｐ，而此时由ｐ≥３，有３ｐ５（ｐ－１）≥４８６ｐ＞３００ｐ成立，产生矛盾，因此ｐ≥３时，３ｐ５（ｐ－１）φ
（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ１５０），所以此时方程（２）无解．
情形７　当ａ＝７时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则（２１７５）＝１８０，方程（５）化为１９２φ（ｎ１）＝３６０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不存
在，此时方程（２）无解．

② 若ｐ≥３，则由方程（５）得３ｐ６（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
１７５），由引理５，得２Ｓ（ｐ１７５）≤３５０ｐ，即３ｐ６（ｐ

－１）≤３５０ｐ，而此时由ｐ≥３，有３ｐ６（ｐ－１）≥１４５８ｐ＞３５０ｐ成立，产生矛盾，因此ｐ≥３时，３ｐ６（ｐ－１）

φ（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ
１７５），所以此时方程（２）无解．

情形８　当ａ＝８时，按ｐ的值分类讨论：

① 若ｐ＝２，则Ｓ（２２００）＝２０４，方程（５）化为３８４φ（ｎ１）＝４０８，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的ｎ１ 不
存在，此时方程（２）无解．

② 若ｐ≥３，则由方程（５）得３ｐ７（ｐ－１）φ（ｎ１）＝２Ｓ（ｐ
２００），由引理５，得２Ｓ（ｐ２００）≤４００ｐ，即３ｐ７（ｐ

－１）≤４００ｐ，而此时由ｐ≥３，有３ｐ７（ｐ－１）≥４３７４ｐ＞４００ｐ成立，产生矛盾，因此ｐ≥３时，３ｐ７（ｐ－１）

φ（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ
２００），所以此时方程（２）无解．

情形９　当ａ≥９，ｐ＝２时，按ａ，ｐ的值分类讨论：

① 若ａ＝９，ｐ＝２，则Ｓ（２２２５）＝２３０，方程（５）化为７６８φ（ｎ１）＝４６０，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样的
ｎ１ 不存在，此时方程（２）无解．

② 若ａ＝１０，ｐ＝２，则Ｓ（２２５０）＝２５６，方程（５）化为１５３６φ（ｎ１）＝５１２，由此得φ（ｎ１）不是整数，这样
的ｎ１ 不存在，此时方程（２）无解．

③ 对于ａ≥１１，ｐ＝２，由引理５，得２Ｓ（２２５ａ）≤１００ａ，即有３·２ａ－１（２－１）φ（ｎ１）≤１００ａ，而此时由ａ
≥１１，有３·２ａ－１（２－１）φ（ｎ１）≥３·２

ａ－１＞３·２６·２ａ－７＞１００·２ａ－７＞１００ａ成立，产生矛盾，因此ａ≥
１１，ｐ＝２时，３ｐａ－１（ｐ－１）φ（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ

２５ａ），所以此时方程（２）无解．
情形１０　当ａ≥９，ｐ≥３时，由引理５，得２Ｓ（ｐ２５ａ）≤５０ａｐ，即有３ｐａ－２（ｐ－１）φ（ｎ１）≤５０ａ，而此时
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由ａ≥９，ｐ≥３，有３ｐａ－２（ｐ－１）φ（ｎ１）≥３·３
ａ－２（３－１）＞６·３２·３ａ－４＞５０·３ａ－４＞５０·ａ成立，产生矛

盾，因此ａ≥９，ｐ≥３时，３ｐａ－１（ｐ－１）φ（ｎ１）≠２Ｓ（ｐ
２５ａ），所以此时方程（２）无解．

综上所述得，方程（２）的所有正整数解为ｎ＝８６７，１１５６，１７３４．
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